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13 : Variables aléatoires et lois des grands nombres I

1. Somme de variables aléatoires

1. Exemple

On consideére deux jeux dont les gains sont donnés :
* pour le premier jeu, par la variable aléatoire X qui prend les valeurs 1 et 2.

* pour le second jeu, par la variable aléatoire Y qui prend les valeurs -2, 3 et 4.

Par exemple, I’événement (X = 1) N (Y = —2) signifie qu’on a gagné 1 € au premier jeu et
perdu 2 € au deuxiéme jeu.

Considérons la variable aléatoire somme X + Y donnant le gain total cumulé aux deux jeux.
Alors la variable aléatoire X + Y peut prendre les valeurs : —1, 0, 4, 5 et 6.
En effet, on a par exemple X +Y = 0 avec (X = 2) n (Y = —2).

Par ailleurs, pour calculer par exemple, la probabilité de ’événement X + Y = 5, on cherche
toutes les sommes X + Y égales a 5.
Onaainsi: P(X+Y =5)=P(X=Dn{ =4)+P((X=2)n (Y =3))

Si de plus, les événements X et Y sont indépendants, alors on a :
PX+Y=5)=PX=1)x{Y=4)+PX=2)x(Y=3)
2. Définition

Soit X et Y deux variables aléatoires.
La loi de probabilité de la variable aléatoire somme X + Y est donnée par :

PX+Y =k) = Z P(X =i)nP(Y =)

i+j=k

Si de plus les événements (X = i) et (Y = j) sont indépendants, alors on a :

PX+Y=k)= P(X =i) x P(Y =)

On dit dans ce cas que les variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes.

Exemple

Si par exemple, k = 2 alors :
PX+Y=2)=PX=2)NPY=0)+PX=D)NnPY=1D+PX=0)nPY =2)

Terminale spécialité Page 1 sur 8



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

Exercice 1 : Déterminer la loi d’une somme de variables aléatoires

On considére le jeu suivant qui se déroule en deux parties :
- La 1% partie consiste a lancer une piéce de monnaie. Si on tombe sur « pile », on gagne 1
€, si on tombe sur « face », on gagne 2 €.

- La 2¢ partie consiste a lancer un dé a 6 faces. Si on tombe sur un chiffre pair, on gagne 1 €,
sion tombe surle « 3 » oule « 5 », on gagne 2 €.

Si on tombe surle « 1 », on perd 5 €.

La variable aléatoire X désigne les gains a la 1% partie, la variable aléatoire Y désigne les
gains a la 2© partie.

On considére que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Etablir |a loi de probabilité de la variable aléatoire somme S = X + Y donnant le gain total
cumulé a la fin des deux parties.

Correction
Dans le tableau ci-dessous, on présente toutes les sommes possibles :

NERR:
5| -4|-3
1|23
2 | 3|4

Ainsi,on a:
PS=—-4)=P(X=1n (Y =-5))
= P(X =1) X P(Y = —=5) en effet, les variables X et Y sont indépendantes.

1 1 1
= —X—-—=—
2 6 12

P(S=-3)=P(X =2) xP(Y = —5)
1 1 1

X — =
6

2 12
PS=2)=PX=1)xP{Y =1)
1.1 1
27274

P(S:3)=P(X=1)><P(Y=2)+P(X=2)><P(Y=1)
111 1 1.1 5
=2%X3t2X35 s 1T 12

P(S=4)=P(X =2)xP(Y =2)
1 1 1

273 6

On peut présenter la loi de probabilité de S dans un tableau :

k -4 -3 2 3 4

1 1 1 5 1

P(S=k) — — — = Z
12 12 4 12 6
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II. Espérance et variance de combinaisons linéaires de variables aléatoires

1._Propriétés

e E(aX+b)=aEX)+b

o E(X+Y)=EX)+E®)

e V(aX+b)=a?vV(X)

e Si Xet Ysont deux variables aléatoires indépendantes : V(X +Y) = V(X) + V(Y)

2. Application

Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 10 et V(X) = 4.

Soit Y une autre variable aléatoire telle que E(Y) = 0et V(Y) = 1.
Calculer I'espérance et la variance des variables aléatoires suivantes.
Z=2X—-15 T=X+Y U=-5Y

Correction
Par linéarité de I'espérance, ona E(Z) =2E(X)—-15=2x10-15=5.
V(Z)=2?V(X)=16.

Par linéarité de I'espérance,ona E(T)= E(X)+ E(Y)=10+0=10.
En I'absence d’information sur I'indépendance des expériences aléatoires associées aux variables X et Y, on

ne peut appliquer la formule sur la variance de la somme. On ne peut donc pas déterminerV (7).

Par linéarité de I'espérance, ona E(U) = -5E(Y)=0 et V(U) = (-5)*V(Y) = 25 x 1= 25.

Exercice 2 : Simplifier les calculs d'espérance et de variance

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de billes
produites. Le diametre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure peut étre
légérement erronée.

L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a mesurer son
diametre.

On considére la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son diametre.
La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X; 1,298 | 1,299 | 1,3 | 1,301 1,302
PX=x)| 02|01 ]02]| 04| 01

Calculer I'espérance et I'écart-type de la loi de probabilité de X.

Aide : On pourra poser Y = 1000X — 1300

Terminale spécialité Page 3 sur 8



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

Correction
Pour simplifier les calculs, on définit |la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.

La loi de probabilité de Y est alors :

Vi 2 [ 2] o] 11]2
PY=y)]02]01]02]04]01

Calculons I'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :
E(Y)=-2%x024+(-1)%x014+1%x04+2x01=0,1
VY)=02%x(-2-0,1)24+0,1%x(-1-0,1)2+0,2%x (0—-0,1)24+ 0,4 x (1 —0,1)?
+0,1 x (2 —-0,1)2
= 1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :
E(Y) = E(1000X — 1300) = 1000E(X) — 1300
E(Y)+1300 _ 0,1+1300

Donc: E(X) = =1,3001
1000 1000
V(Y) = V(1000X — 1300) = 10002 V(X)
VYY) 1,69
Donc:V(X) = =

10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = ’ > = =0,0013
1000 1000

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et 6(X) = 0,0013 cm.

Exercice 2 : Calculer une espérance et une variance a I’aide d’une somme de variables
aléatoires

Sur un axe gradué, on dépose une petite goutte de confiture a la fraise au point d’abscisse 10.
Moshé pose une fourmi sur I’origine de I’axe gradué. Attirée par la confiture, la fourmi se

déplace de fagon aléatoire d’une unité vers la droite (sens positif) avec la probabilité de § et

d’une unité vers la gauche (sens négatif) avec la probabilité de é .

On suppose que les déplacements de la fourmi sont indépendants les uns des autres.

Pour tout entier naturel n, on note X,, la variable aléatoire valant 1 si la fourmi se déplace vers
la droite au n-iéme déplacement et valant —1 si elle se déplace vers la gauche.

Onnote S,, = X; + X, + X5 + -+ + X,, la variable aléatoire somme des X;.

W[ =
wIlN

A @,

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1. Calculer E(X;) et V(X;)

2. En déduire E(S,) et V(S,,).

3. Au bout de combien de déplacements, la fourmi peut-elle espérer théoriquement atteindre
la goute de confiture ? Calculer 6(S,,) dans ce cas.
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Correction
1) On établit la loi de probabilité de X}, :

Xi —1 1
1 2
P(X, =x . .
(k 1) 3 3
1
E(Xk)=—1><—+1x——§
1\ 2 1\ 8
v =5(-1-3) +3(1-3) =3

2)Ona:S, =X;+X, +--+ X,
Donc la variable aléatoire S,, donne I'abscisse de la fourmi aprés n déplacements.
Etona:E(S,) =EX; + X+ + X,)
=EX) +EX) + -+ EX,
= nE(Xy)
n

3

Et: V() =VX, + X, ++X,)
=V(X;) +V(X,) + -+ V(X,), car les variables sont indépendantes.
= nV (Xy)
8n
9

3) E(S,) = 10
n

—=10
3
n =30
Apres 30 déplacements, Sophie peut espérer théoriquement atteindre la golite de confiture.
8%30 o
d(S39) = \/V(S30) = \/V(Sgo) = 9 ~ 5,2 unités.

3. Espérance, variance et écart type pour une loi binomiale

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétres 7 et p.

E(X) =np V(X) =np(1-p) o(X) =V (X)

Exercice 3 : Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type pour une loi binomiale

On lance 5 fois de suite un dé a six faces. On considére comme succes le fait d'obtenir 5 ou 6.
On consideére la variable aléatoire X donnant le nombre de succes.
Calculer E(X), V(X) et a(X).
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Correction

1
La variable aléatoire S suit la loi binomiale de parametres p = 5 etn =>5.

1 5
E(S)=5X§=§z1,7
1.2 10

|10 vio

o= 5g=73

En moyenne, on peut espérer obtenir environ 1,7 fois un 5 ou un 6, en 5 lancers.

II1. Inégalité de concentration

1. Inégalité de Markov

Propriété
Soit X une variable aléatoire a valeurs positives et soit @ un nombre réel strictement positif.

e
a

Ona:P(X=a) <

Exemple
Soit X une variable aléatoire d’espérance 1.

P(X > 100) < 0,01

2. Inégalité de Bienaymé Tchébychev

Propriété
Soit X une variable aléatoire et soit # un nombre réel strictement positif.

V(X)
t2

Ona:P(IX—EX)|=1t) <

Application

Le nombre de piéces fabriquées dans une usine en une journée suit une variable aléatoire
d'espérance 50 et de variance 25.

Donner deux majorations de la probabilité que la production dépasse sur une journée 75
picces.
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Correction

On note X la variable aléatoire égale au nombre de pieces fabriquées un jour donné.
On cherche a majorer P(X =75).

D’apres 'inégalité de Markov, aveca =75,ona P(X =75) < Eg;()
E(X) _50_2 . N o — ooy 2
Or 95 =75 =3 , ce qui donne une premiére majoration : P(X = 75) < 3

Une seconde majoration peut étre obtenue a I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour cela, on
fait apparaitre la bonne « forme » : on dit que I'on centre la variable X en lui retranchant son espérance.

P(X =75)=P(X—-50=25)< P(X —501= 25)

OrP(X -50l=25)< % d'apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

V(X)_ 25 _ 1
Donc P(X =75)< P(X - E(X)| = 25) < St = AT =55

OnadoncP(X =75)< 2—15 ce qui est une seconde majoration.

Remarque : Il apparait clairement ici que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit une majoration bien
plus précise que 'inégalité de Markov. On privilégiera en général I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

IV. Loi des grands nombres

1. Définition

On considére n expériences aléatoires identiques et indépendantes.
On note X;, X,,..., X, les variables aléatoires associées a ces expériences, toutes de méme loi.

Onnote S, = X; + X,+..+ X, et M, = 57"
M,, s'appelle la moyenne empirique des variables X;, X,,..., X,.

2. Théoréme : Loi des grands nombres

On considere une expérience aléatoire et X la variable aléatoire associée a cette expérience,
d'espérance E (X) et de variance V (X).

On répete n fois cette expérience de manicre indépendante. On obtient un échantillon de taille
n composé de n variables aléatoires X, X,,..., X,.

Les variables X;, X5,..., X,, ont la méme loi (elles ont donc la méme espérance E (X) et la
méme variance E (X)).

Pour tout nombre réel t > 0, P(|M,, —E(X)| =>t) < 4e9

nt2

Autrement dit, on a lir+n P(IM, —EX)|=t)=0
n—->+oo

On dit que M,, converge en probabilité vers E(X) lorsque 7 tend vers +co.

Application

Soit une variable aléatoire X d'espérance 3 et de variance 0,2.

Soit M,, la variable aléatoire moyenne d'un échantillon de taille » de la variable aléatoire X.
1. Déterminer un majorant de P(|M,, — 3| = 0,1) pour n = 100, pour n = 1000, puis pour
n = 10 000. Que constate-t-on ?

2. Démontrer et interpréter le résultat précédent.
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Correction
1.Onsaitque: P(|M, —E(X)| =t) < tl(_;?
Iciona:P(|M,—3]=0,1) < n(())'zlz

Plus simplementona: P(|M, —3| = 0,1) < 2n_o
Pour n = 100, P(IM, — 3| 2 0,1) <=-=10,2
Pour n = 1000, P(IM, — 3] = 0,1) < === 0,02
Pour n = 10 000, P(IM,, — 3| 2 0,1) < == = 0,002

On constate que plus nest grand plus la probabilité P(|M,, — 3| = 0,1) se rapproche de 0.

2. D’apres la loi des grands nombres, on a : lir+n P(IM, —EX)|=t)=0
n—->+oo
Soit, dans le contexte de 1’exercice : lir+n P(IM,-3|=2t)=0
n—->+oco

Plus la taille de 1’échantillon est grande, plus 1’écart entre la moyenne M,, et ’espérance de
la variable aléatoire Xest faible.
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